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Soit A un anneau local noetherien contenant un corps de caracteris-Â Â
Ž . ptique p ) 0. Soit f : A “ A, f a s a le morphisme de Frobenius, etA A
soit fA la A algebre A avec le morphisme structural f . On a le theoremeÁ Â ÁA
w xsuivant 10, 13 :
THEOREME. Les proprietes sui¤antes sont equi¤alentes:Â Á ÂÂ Â
Ž .i L'anneau A est regulier.Â
Ž .ii L'homomorphisme f est plat.A
Ž .iii La dimension plate de f est finie.A
w xLa version relative de ce resultat a ete etudiee par Andre 2, 3 ,Â Â Â Â Â Â
w x w xDumitrescu 9 , et Radu 12 . Avec un homomorphisme l: A “ B d'an-
neaux noetheriens contenant un corps de caracteristique p ) 0, on peutÂ Â
f f Ž . Ž . pconsiderer l'homomorphisme v: A m B “ B, v a m b s l a b , ouÂ ÁA
fB est la B-algebre B avec le morphisme structural f . On a:Á B
THEOREME. Les proprietes sui¤antes sont equi¤alentes:Â Á ÂÂ Â
Ž .i L'homomorphisme l est regulier.Â
Ž .ii L'homomorphisme v est plat.
Ž .iii L'homomorphisme l est plat et la dimension plate de v est finie.
On va donner caracterisations similaires des anneaux et des homomor-Â
phismes d'intersection complete. La notion de dimension d'intersectionÁ
w xcomplete d'Avramov, Gasharov, et Peeva 7 joue un role-clef.Á Ã
Ž .* Partiellement finance par DGICYT PB95-0840 et XUGA 20702B95.Â
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Tous les anneaux sont commutatifs, unitaires, contenant un corps de
caracteristique p ) 0. Nous supposons le lecteur familier avec lesÂ
proprietes elementaires de l'homologie des algebres commutativesÂ Â Â Â Á
d'Andre]Quillen; on va utiliser essentiellement les proprietes de change-Â Â Â
w xment de base, localisation et completion 1, 4.54, 4.59, 5.27, 10.18 , l'ho-Â
w x w xmologie d'un produit tensoriel 1, 5.23 , la suite de Jacobi]Zariski 1, 5.1 ,
w xl'homologie d'une extension de corps 1, 7.4 , des caracterisations desÂ
anneaux et des homomorphismes reguliers, et d'intersection completeÂ Á
w x1, 6.25]6.29, Suppl. 30; 1, 3.20; 1, 4.57 .
w xDEFINITION 7 . Une deformation est un homomorphisme surjectifÂ Â
d'anneaux locaux noetheriens tel que son noyau est engendre par uneÂ Â
suite reguliere. Soient A un anneau local noetherien et M / 0 un A-Â Á Â
module de type fini. La dimension d'intersection complete du A-moduleÁ
M est
CI-dim M s inf pd M m A9 y pd A9 : A “ A9 est unŽ . Ž . Ž .A Q A Q
homomorphisme local plat d'anneaux
locaux noetheriens, et Q “ A9 est une deformation ,4Â Â
Ž .ou pd A9 est la dimension projective du Q module A9. Si M s 0,Á Q
Ž . Ž . CI-dim M s 0. Si A est un anneau noetherien, CI-dim M s sup CI-ÂA A
Ž . Ž .4dim M : m g Max A .A mm
w xDEFINITION 6 . Un pair d'homomorphismes locaux d'anneaux locauxÂ
i p
noetheriens A “ R “ B est appele une factorisation de Cohen si i estÂ Â
plat, R m k est regulier, ou k est le corps residuel de A, R est complet,Â Á ÂA
et p surjectif. Tout homomorphisme local d'anneaux locaux noetheriensÂ
Ã ÃA “ C a une factorisation de Cohen A “ R “ C, ou C est le completeÁ Â Â
w xde C 6, 1.1 .
w xLEMME 5 . Soient A “ R “ B une factorisation de Cohen et L le corps
residuel de B. On aÂ
Ž . Ž .i H A, R, L s 0 pour tout n G 2;n
Ž . Ž . Ž .ii H A, B, L s H R, B, L pour tout n G 2.n n
Demonstration. Par changement de base plat, la premiere partieÂ Á
est une consequence de la suite exacte de Jacobi]Zariski associee a k “Â Â Á
R m k “ L. Alors, de la suite exacte de Jacobi]Zariski associee a A “Â ÁA
Ž . Ž .R “ B il decoule que H A, B, L s H R, B, L pour tout n G 3 et queÂ n n
Ž . Ž .H A, B, L “ H R, B, L est injectif. Il suffit de prouver que2 2
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Ž . Ž .H A, R, L “ H A, B, L est injectif. Mais on a un triangle commutatif1 1
6
H k , R m k , L s H A , R , L H A , B , LŽ . Ž . Ž .1 A 1 1
6
a
6
H k , L, L ,Ž .1
Ž .ou a est injectif puisque, comme R m k est regulier, H R m k, L, LÁ ÂA 2 A
s 0.
PROPOSITION 1. Soit A un anneau local noetherien. Les proprietes sui¤-Â ÂÂ
antes sont equi¤alentes:Â
Ž .i L'anneau A est intersection complete.Á
Ž .ii Il existe une factorisation de Cohen de l'homomorphisme de Frobe-
f Ã f ÃŽ .nius de A, A “ R “ A, a¤ec CI-dim A - ‘.R
Ž .iii Pour toute factorisation de Cohen de l'homomorphisme de Frobe-
f Ã f ÃŽ .nius de A, A “ R “ A, on a CI-dim A - ‘.R
Ž . Ž .Demonstration. i « iii Comme A est intersection complete, R estÂ Á
aussi intersection complete, donc il existe une deformation Q “ R ou QÁ Â Á
f ÃŽ .est un anneau regulier et alors pd A - ‘.Â Q
f ÃŽ . Ž .ii « i Soient A “ R “ A une factorisation de Cohen de l'homo-
morphisme de Frobenius de A, R “ R9 un homomorphisme local plat
de anneaux locaux noetheriens, et Q “ R9 une deformation telle queÂ Â
f ÃŽ .pd A m R9 - ‘. Soient L le corps residuel commun des anneauxÂQ R
f Ãlocaux Q, R9 et A m R9 et K le corps residuel de A. On a unÂR
diagramme commutatif
ba f f 666 Ã ÃH A , K , L H A , K , L H A , K , LŽ . Ž . Ž .4 4 4
6
g
hd «f f6 6 6H A , K , L H R , K , L H R , L, LŽ .Ž . Ž .4 4 4
6 f 6 fÃ ÃH A , L, L H A m R9, L, LŽ . ž /4 4 R6 6
m
h t6
6
H Q, L, LH R9, L, L Ž .Ž . 44
w xPar 4 , h et m sont injectifs. Comme Q “ R9 est une deformation, t estÂ
w xun isomorphisme. Par 1, 10.18 a est aussi un isomorphisme, et par des
proprietes elementaires de l'homologie d'Andre]Quillen g , d , et « sontÂ Â Â Â Â
w xinjectifs. Alors b est injectif. Mais b est nul 3, Lemme 34 , donc
ÃŽ . w xH A, K, L s 0 et A est intersection complete 1, 17.13 .Á4
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w xOn dira 5 que un homomorphisme c : R “ S est d'intersection
Ž . y1Ž .complete, si pour tout q g Spec S , p s c q et toute factorisation deÁ
Ž .n Ž .nCohen R “ T “ S , l'homomorphisme T “ S est une deforma-Âp q q
Ž . Ž Ž ..tion; autrement dit, si pour tout q g Spec S on a H R, S, k q s 0 ouÁ2
Ž . w xk q est le corps residuel de S . En vertu de 1, 6.25, Suppl. 29 , il revientÂ q
Ž .au meme de dire que H R, S, ] s 0 pour tout n G 2.Ã n
PROPOSITION 2. Soient l: A “ B un homomorphisme de type fini d'an-
f f Ž . Ž . pneaux noetheriens et v : A m B “ B, v a m b s l a b . SupposonsÂ A
l'homomorphisme l plat ou l'anneau A regulier. Alors les conditions sui¤-Â
antes sont equi¤alentes:Â
Ž .i L'homomorphisme l est d'intersection complete.Á
Ž . Žf . y1Ž . Žf .ii Pour tout q g Spec B , p s v q g Spec A m B , ilA
Žf . ŽŽf . .nexiste une factorisation de Cohen A m B “ S “ B a¤ec CI-A p q
ŽŽf . .n.dim B - ‘.S q
Ž . Žf . y1Ž . Žf .iii Pour tout q g Spec B , p s v q g Spec A m B , etA
Žf . ŽŽf . .npour toute factorisation de Cohen A m B “ S “ B , on a CI-A p q
ŽŽf . .n.dim B - ‘;S q
Ž . Žf . Ž f ffiv CI-dim B - ‘ nous notons que B est un A m B mod-Am B AA
.ule de type fini .
Ž . Žf .fv CI-dim B s 0.Am BA
pŽ . Ž .Demonstration. i « v Soit A “ R “ B une factorisation de l ouÂ Á
R est une A-algebre de polynomes de type finie et p est surjectif.Á Ã
r
f f fÄ ÄConsiderons les homomorphismes R [ A m R “ B [ A m B “ B.Â A A
Nous allons montrer que:
Ž .a Le noyau de r est localement engendre par une suite reguliere.Â Â Á
Ž . AŽf .Comme H R, B, ] s 0, R est un A module plat et Tor A, B s 02 i
pour i G 1, il resulte de la suite exacte de Jacobi]Zariski associee aÂ Â Á
Ä Ä Ä ÄŽ .A “ R “ B, que H R, B, ] s 0.2
Ä y1 fŽ . Ž . Ž . ŽŽ . .b Pour tout q g Spec B , p s r q , on a pd B FÄR qpÄ f Ä y1 f y1 ÄŽ . Ž . Ž Ž .. Ž . Ž .pd B , ou B [ Im B y q B . Soient r s y q ou y : B “ BÁ ÁÄR p qp y1Ž . w xest l'homomorphisme canonique, et s s p r . Par 1, 6.1 , et utilisant le
Ž .meme raisonnement que dans a , nous avonsÃ
Ä Ä Ä Äpd B s dim H R , B , k BÄ Äž / ž /ž /R q kŽB . 1 p q qp q
Äs dim H R , B , k B m k B s pd B .Ž . Ž .Ž .Ä ž /kŽB . 1 s r r kŽB . q R rq r s
MORPHISMES D'INTERSECTION COMPLETEÁ 39
Il est clair qu'il existe un carre commutatifÂ
h f6ÄR Rp s
6 6
f6ÄB B .q r
w x Žf . fComme h est plat 12, Theoreme 4 et B s B , on deduitÂ Á Âq r
pd fB s pd fB F pdf fB s pd B .Ž .Ž . Ž . Ž .Ä ÄqŽ .R R r R r R rp p s s
Ž . Ž . Žf . Žf .iv « iii Comme B s B , il suffit de prouver:q p
} Soient C “ D un homomorphisme local fini d'anneaux locaux
y Ãnoetheriens, et C “ S “ D une factorisation de Cohen; alors CI-Â
ÃŽ . Ž .dim D - ‘ « CI-dim D - ‘.C S
Soient C “ C9 un homomorphisme local et plat d'anneaux locaux
Ž .noetheriens et Q “ C9 une deformation telle que pd D m C9 - ‘.Â Â Q C
Considerons le carre commutatifÂ Â
y 6 ÃS D
6 6
cq
y 6 ÃS m C9 D m C9.C C
ÃComme c est fidelement plat, il existe un ideal maximal m de D m C9Á Â C
y1 y1ÃŽ . Ž .tel que c m est l'ideal maximal de D. Soit p s y m . CommeÂ
y1Ž .q p est l'ideal maximal de S, nous avons un homomorphisme local platÂ
ŽŽ . .nS “ S9 [ S m C9 . Soit Q “ T “ S9 une factorisation deC p
Cohen. Nous allons montrer que:
Ž .a T “ S9 est une deformation: on aÂ
H T , S9, k S9 s H Q, S9, k S9 s H Q, S m C9, k S9 .Ž . Ž . Ž .Ž . Ž . Ž .2 2 2 C
De la suite exacte de Jacobi]Zariski associee a Q “ C9 “ S m C9,Â C
0 s H Q, C9, k S9 “ H Q, S m C9, k S9Ž . Ž .Ž . Ž .2 2 C
“ H C9, S m C9, k S9 s H C , S, k S9 s 0,Ž . Ž .Ž .Ž .2 C 2
Ž Ž .. Ž .il resulte H Q, S m C9, k S9 s 0, d'ou H T , S9, ] s 0.Â Á2 C 2
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ÃŽ . Ž .b pd D m S9 - ‘: considerons les homomorphismes canoniquesÂT S
nÃ ÃQ “ T “ S9 “ D m S9 s D m C9 .Ž .ž /S C m
Ã ÃŽŽŽPuisque Q “ T “ D m S9 est une factorisation de Cohen et fd D mS Q C
n Ã. . . Ž . w xC9 - ‘, on a pd D m S9 - ‘ 6, 3.2 .m T S
Ž . Ž . Žf . ŽŽf . .nii « i Soient A m B “ S “ B une factorisation de Co-A p q
hen, S “ S9 un homomorphisme local et plat d'anneaux locaux
ŽŽŽf . .n .noetheriens, et Q “ S9 une deformation telle que pd B m S9 - ‘.Â Â Q q S
ŽŽf . .nSoit E le corps residuel de Q, S9 et B m S9. Nous avons unÂ q S
diagramme commutatif
g nf6H Q, E, E H B m S9, E, EŽ . Ž . qŽ .4 4 Sž /
6
6
a
b
H S9, E, E ,Ž .4
ŽŽŽf . .n .ou a est un isomorphisme et g est injectif puisque pd B m S9 - ‘Á Q q S
w x ŽŽf . .n4 . Alors b est injectif. Soit F le corps residuel de S et B etÂ q
considerons le carre commutatifÂ Â
b f n6Ž . ŽŽŽ . . .H S9, E, E H B m S9, E, E4 4 q S6 6
d
« f n6Ž . ŽŽŽ . . .H S, F, E H B , F, E ,4 4 q
w xou d est injectif par 4 et alors « est injectif.Á
Soit A “ R “ B deux homomorphismes ou R est une A-algebre deÁ Á
Žf . ŽŽfpolynomes de type fini et R “ B surjectif. Alors A m B “ R mÃ A p A
f fn n. . ŽŽ . . Ž .B “ B ou q g Spec R m B est l'image inverse de l'idealÁ Âq q A
Žf .q g Spec B , est une factorisation de Cohen, puisque de l'hypo-
AŽf . Žf f .these Tor A, B s 0 pour i G 1, il resulte H A m B, R m B, ] s 0Á Âi i A A
pour i G 1 grace a la suite exacte de Jacobi]Zariski associee a A “fA mÃ Á Â Á A
B “fR m B.A
w xPar 6, 1.2 il existe un diagramme commutatif de factorisations de
Cohen
S
6u
6
6
nf f6 6A m B BT Ž .Ž . qŽ .A p
6
6
¤
6
n
fR m BŽ .ž /A q
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Ž . Ž .avec Ker u et Ker ¤ engendres par suites regulieres. Donc on a unÂ Â Á
diagramme commutatif
« f n6Ž . ŽŽŽ . . .H S, F, E H B , F, E4 4 q6
s
f n6Ž . ŽŽŽ . . .H T , F, E H B , F, E4 4 q
6
s
f fn n6ŽŽŽ . . . ŽŽŽ . . .H R m B , F, E H B , F, E4 A q 4 q
f n f nŽŽŽ . . . ŽŽŽ . . .et alors « 9: H R m B , F, E “ H B , F, E est injectif.4 A q 4 q
Il resulte du diagramme commutatif de suites exactes de Jacobi]Zariski,Â
f 6 f n 6 f f n 6 fŽ . ŽŽŽ . . . Ž ŽŽ . . . Ž .H R, F, E H R m B , F, E H R, R m B , E H R, F, E4 4 A q 3 A q 3
6 6
t q« 9
f f f f fn n6 6 6Ž . ŽŽŽ . . . Ž ŽŽ . . . Ž .H R, F, E H B , F, E H R, B , E H R, F, E ,4 4 q 3 q 3
Žf . Ž .que t est injectif pour tout q g Spec B . Mais alors t 9: H A, B, E sq 3
Ž . Žf f . Žf f . wH R, B, E s H R, R m B, E “ H R, B, E est injectif. Par 3,3 3 A 3
x Ž . Ž .Lemme 34 il est nul et alors H R, B, E s 0. Par hypothese fd B - ‘,Á3 A
Ž . w x Ž .donc fd B - ‘ et alors, grace a 1, 17.2 on a H R, B, E s 0.Ã ÁR 2
Ž .PROPOSITION 3. i . Soit A un anneau local noetherien a¤ec corps resi-Â Â
duel k. Alors:
Ž .a L'anneau A est regulier m f est d'intersection complete.Â ÁA
Ž . Ž f f .b L'anneau A est intersection complete m H A, A, k s 0 mÁ 3
Ž f .H A, A, ] s 0 pour tout n G 3.n
Ž .ii Soient l: A “ B un homomorphisme d'anneaux noetheriens etÂ
f f Ž . Ž . pv : A m B “ B, v a m b s l a b . Alors:A
Ž . Žf f .a Si l'homomorphisme l est regulier alors H A m B, B, ] s 0Â n A
AŽf . Žpour tout n G 2; reciproquement si Tor A, B s 0 pour tout i G 1 parÂ i
. Žfexample, si l'homomorphisme l est plat ou l'anneau A regulier et H A mÂ 2 A
f f Ž .. Ž .B, B, k q s 0 pour tout q g Spec B alors l est regulier.Â
Ž . AŽf .b Supposons Tor A, B s 0 pour tout i G 1; alors l'homomor-i
Žf f f Ž ..phisme l est d'intersection complete m H A m B, B, k q s 0 pourÁ 3 A
Ž . Žf f .tout q g Spec B m H A m B, B, ] s 0 pour tout n G 3.n A
Ž Ž .Ž .Demonstration. Toutes les demonstrations sont similaires pour i aÂ Â
w x. Ž .Ž .on utilise 1, Suppl. 32 . Nous prouverons ii a . Si l regulier de la suite
exacte de Jacobi]Zariski pour n G 2,
f f Ä f f Ä0 s H A , B , M “ H B , B , M “ H A , B , MŽ . Ž . Ž .n n ny1
s H A , B , M s 0,Ž .ny1
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f Ä f f fassociee a A “ B [ A m B “ B et a un B-module M, nous avonsÂ Á ÁA
Ä f Ä f fŽ . Ž Ž ..H B, B, ] s 0 pour tout n G 2; reciproquement, si H B, B, k q s 0Ân 2
Ž . AŽf .pour tout q g Spec B et Tor A, B s 0 pour tout i G 1, de la memeÃi
suite exacte
Ä f f f Ä f f0 s H B , B , k q “ H A , B , k q s H A , B , k qŽ . Ž . Ž .Ž .Ž . Ž .2 1 1
“ H fA , fB , fk qŽ .Ž .1
w xet comme le dernier homomorphisme est nul 3, Lemme 34 , on a
Ž f Ž ..H A, B, k q s 0.1
w xRemarque 4. Utilisant 4 , une demonstration similaire montre que siÂ
fA m B est noetherien, le fA m B module fB est de dimension plateÂA A
AŽf .finie, et Tor A, B s 0 pour tout i G 1, alors l est regulier. On peutÂi
voir des resultats semblables, mais sans l'hypothese noetherien sur fA m B,Â Á Â A
w xainsi que un etude de cette hypothese, dans 9 .Â Á
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